Midiendo el universo

“La geometria es quiza la mas elemental de las ciencias

que puede estudiar el ser humano, usando procesos puramente
intelectuales, para hacer predicciones (basadas en la observacion) del
mundo fisico”.

Coxeter (1907-2003)

Es el afio 235 a. C. y Eratéstenes logra medir el radio de la
Tierra mediante técnicas geométricas. Para ello mide primero
el angulo de elevacion del sol en Alejandria y en la antigua
Swenet, ahora conocida como la ciudad de Asuan, en Egipto.
Las mide a mediodia, y toma como hipétesis que laTierra tie-
ne forma esférica y que el sol esta suficientemente lejos como
para que sus rayos sean paralelos sobre la superficie terrestre
a la misma hora. A partir de ahi un poco de trigonometria
resuelve el problema.

Alolargo de Ia historia, las matematicas han estado siem-
pre unidas al desarrollo de las demas ciencias. Unas veces las
matematicas han sido simples herramientas para la resolucion
de problemas numéricos que preocupaban a otras ramas de
la ciencia; otras veces los avances tedricos de las matematicas
han arrojado nueva luz y han inducido ideas que han llegado
a causar revoluciones en esas otras ciencias. Pero también ha
ocurrido lo contrario, en la necesidad de las demas ciencias
para estructurar, medir o analizar sus resultados, las mate-
maticas han ido evolucionando en la medida en que se las
necesitaba. Mas aun, en muchas ocasiones las matematicas
se han visto revolucionadas por el simple proceso de hacer
rigurosos, en lenguaje matematico, los descubrimientos sobre
el universo, o incluso del arte. De esta forma, las ciencias y



las matematicas se han alimentado mutuamente a lo largo de
la historia.

Pero hablar de las matematicas en general se ha conver-
tido actualmente en un proyecto extremadamente ambicio-
so. LLas matematicas son una ciencia que esconde en su seno
diversas y muy fructiferas areas. Es decir, al igual que hay
diferentes formas de observar la realidad, y diferentes pro-
piedades a estudiar en el mundo fisico, hay diferentes formas
de entender matematicamente lo que nos rodea. Siendo esto
asi, podemos dividir las matematicas en al menos tres bloques
constitutivos: el analisis, el algebra y la geometria, entendien-
do de esta forma las matematicas como el estudio de las can-
tidades, las estructuras y el espacio.

El estudio del espacio y las formas que lo habitan se re-
monta al inicio de las matematicas conocidas. Desde las cre-
cidas del Nilo y el intento de medir las tierras que quedarian
cubiertas por sus aguas al portentoso calculo del radio de la
Tierra. Y este estudio del espacio llega a impregnar nuestra
forma de entender fisicamente el universo. Lo veremos, por
ejemplo, en Einstein al mostrar la fuerza de la gravedad como
una consecuencia de la geometria del universo.

Pero contrariamente a lo que estamos acostumbrados,
la geometria no es una sino muchas, dependiendo tanto de lo
que se observa como de las herramientas de las que se vale
para construir su razonamiento. Es mas, el descubrimiento y
desarrollo de estas diversas manifestaciones de la geometria
ha impulsado descubrimientos en ciencias como la fisica o
incluso ha sido inducido por los avances y necesidades de las
otras ciencias.

Las mil y una caras de la geometria

Se dice que en un principio fueron los egipcios quienes in-
ventaron de alguna forma la geometria. Esta nace como re-
sultado de la necesidad de medir sus tierras anegadas por las
crecidas del Nilo. Mas adelante, Tales de Mileto (624-546 a. C.)



trae a Grecia este saber y lo llama yewuetpio es decir, geome-
tria, donde yew significa tierra y uetpio quiere decir medir.

La geometria empez0 asi estudiando aquello que nos ro-
dea, las tierras que aramos, las calles que pisamos, es decir, lo
que tenemos proxXimo a nosotros. A esta geometria la llamamos
geometria euclidea, y que estudia las formas que observamos
a nuestro alrededor, las diferentes figuras geométricas que for-
man nuestro mundo. LLa propiedad crucial de esta geometria
sera que las lineas paralelas nunca se cortan en el entorno de
esta geometria. Es la geometria del observador escéptico que
observa las vias del tren y dice: json paralelas! Sin embargo,
existen otras geometrias, por ejemplo la geometria proyectiva
que afirma que aunque las vias del tren que estan junto a mi y
son paralelas aqui, en el horizonte jse cortan! Este segundo ob-
servador, “proyectivo”, se preocupa por la representacion de lo
que se encuentra lejos de su entorno. LLa geometria proyectiva
es la geometria de las perspectivas; la geometria del observador
que incluye el infinito como algo tangible, una region mas del
espacio que le rodea, algo, en cierto modo, alcanzable.

El concepto de “rectas paralelas” sera estudiado de ma-
nera metddica a partir del siglo XVIII y se descubriran las
primeras geometrias no euclideas, conocidas como las geo-
metrias imaginarias. Estas seran el primer paso para una selva
de geometrias, tan rica y complicada como los distintos gru-
pos de transformaciones del espacio conocidas. Es decir, ten-
dremos tantas geometrias como conjuntos de movimientos
de los objetos en el espacio. Esos conjuntos de movimientos sa-
tisfacen una cierta estructura llamada “estructura de grupo”
que consiste en una serie de reglas, algebraicas, que nos per-
miten organizarlos. Uno de los grandes poderes de las mate-
maticas es el tener como herramientas de trabajo estructuras
abstractas como la de grupo.

Al distinguir la geometria euclidea de la geometria pro-
yectiva apuntabamos a la posiciéon del observador con res-
pecto al objeto a observar. Pero existen muchas mas varia-
bles que provocan esta variedad de geometrias. Por ejemplo,
cuando hacemos hincapié en las transformaciones admitidas



por el espacio a estudiar estamos refiriéndonos a la vision de
Felix Klein y su “programa de Erlangen”, donde cada grupo
de transformaciones del espacio define una geometria. Si en lo
que pensamos es en las herramientas matematicas usadas para
estudiar ese espacio, podemos distinguir entre la geometria di-
ferencial, donde el analisis predomina sobre el algebra, y la
geometria algebraica, donde predominan los métodos y con-
ceptos algebraicos. Hace dos mil anos los métodos empleados
eran la regla y el compas, ahora mismo la geometria se vale
del algebra mas avanzada y de un anélisis que ha ido desarro-
llandose de manera sostenida en los tltimos trescientos afios.

Nuestro viaje no sera exhaustivo pero recorrera la mayor
parte de las geometrias que conocemos actualmente, cOmo
surgen, lo revolucionario de su aparicion y la revolucion que
en el pensamiento estas implican o que les precede. En al-
gunos casos, estas revoluciones efectivamente suponen un
cambio radical en el modelo de pensamiento de la época e
incluso son reacias a aparecer pues resultara dificil reunir el
valor para ir contracorriente. Este es, por ejemplo, el caso de
las geometrias imaginarias, intuidas por Gauss pero realmen-
te impulsadas por Bolyai y Lobachevski.

Esta tendencia de las matematicas, en este caso de la
geometria, a romper con la tradicién tanto como sea necesa-
rio para profundizar o avanzar en su desarrollo se hara firme
a lo largo de la historia. El rigor l6gico logrado a través de los
siglos resulta una base segura que no depende de la experi-
mentacion. Esta es la idea subyacente en el establecimiento
de la geometria algebraica moderna. El caracter visual de la
geometria induce a una mayor confianza en la intuicion. Esto
fue quiza la causa de la deriva de la escuela italiana de la geo-
metria algebraica, deriva que impulsd a Zariski a sentar las
bases de la geometria algebraica moderna, que se fundamen-
tan en el trabajo de Noether y que usan el poder logico del
algebra moderna.

Este rigor tan ansiado indudablemente tiene sus limi-
tes. El teorema de incompletitud de Godel (1931) nos dice
que todo sistema axiomatico que contenga como base la
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aritmética tendra sus limitaciones. Es decir, en el desarrollo
de sistema axiomatico de tales caracteristicas se llegara a pro-
bar que ciertos enunciados son verdaderos y falsos al mismo
tiempo. Pero esa es otra cuestidon. Ahora comenzamos un via-
je que nos muestra como ven y como vieron el mundo los
geometras, como lo revolucionaron y se dejaron revolucionar
por él.

Son muchas las caras de la geometria y nosotros no abar-
caremos todas. Actualmente cuando un gedmetra se presenta
a otro gedmetra se anuncia como gedmetra algebraico o di-
ferencial, diferenciando si en las herramientas que utiliza usa
mayoritariamente el analisis o el algebra. Luego va mas alla,
puede ser real o complejo, queriendo decir que los coeficien-
tes en las formulas que maneja se hallan en el cuerpo de los
numeros reales o en el de los nimeros complejos (aquellos en
los que es posible una soluciéon para x> = —1, es decir, nime-
ros de la forma z = a + b donde a y b son nuestros niimeros
reales ¢ 7 es el nimero imaginario sintetizando la idea de ser
i=~-1).

Segun la clasificacion de la American Mathematical
Society del afio 2010, ampliamente aceptada por la comuni-
dad matematica, existen al menos 23 apartados relacionados
con la geometria. Es decir, en esta clasificacion las areas de
las matematicas se dividen en 97 secciones y de ellas 23 tie-
nen relacion con la geometria. Por ejemplo, la seccién 14 se
corresponde con la geometria algebraica, la seccion 51 con la
geometria de una manera general, mientras en la seccion 52
se trata la geometria convexa y discreta, y la seccién 53 a la
geometria diferencial, incluyendo esta ultima las geometrias
riemanniana y simpléctica.

Es pues entendido entre los matematicos que no hay una
geometria sino muchas. Aunque dicho asi, esto es cierto y fal-
so al mismo tiempo. Si la geometria consiste en el estudio del
espacio, tenemos una variedad de familias geométricas con
diversos apellidos. Al estudio del espacio se dedica la geome-
tria y esta se concreta en las multiples formas de observarlo y
trabajarlo y las llamaremos las geometrias.
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Esa desconocida y fundamental topologia

La geometria mide el espacio, pero antes de la idea de medir
esta la idea matematica de espacio en si mismo. Cuando me-
dimos creamos la nocion de espacio medido, rigido. Antes de
esa medida, el espacio es deformable. Este concepto de espa-
cio al que le permitimos deformaciones es el objeto de estudio
de la topologia, del griego topos, toéoo, que significa espacio,
y logos, AOyoo, que significa ciencia o estudio.

El clasico ejemplo, de obligada mencion, para explicar
qué es la topologia es el de la taza. Imaginemos que estamos
empezando nuestro dia con un desayuno compuesto por una
taza de chocolate y un donut. Para la topologia, la taza que
contiene el chocolate no se diferencia del donut. Las reglas de
la topologia permiten deformar objetos, estirarlos o encoger-
los, retorcerlos incluso, pero nunca romperlos (ni tampoco
pegarlos). Al carecer de una medida, una regla de medir, las
deformaciones son simples manifestaciones del mismo obje-
to. En la figura 1 podemos ver como el asa de la taza se esti-
ra y “engorda” hasta convertirse en el donut. (Para aquellos
preocupados por el chocolate, este simplemente se convierte
en el recubrimiento de nuestro nuevo donut).

Fiura 1
Deformacion de la taza al donut.

D er &

FUENTE: ELABORACION PROPIA.

La topologia se nos muestra asi como una parte de las
matematicas muy intuitiva y flexible, pero sorprendentemen-
te es posible, como siempre en matematicas, darle un rigor y
una formalizacion. Para explicarlo nos remitimos a sus fun-
damentos. Mientras que el ladrillo basico de la geometria es
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